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1. Modèles Linéaires

𝑌

𝑋

Rappel

Limites
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RAPPELS

Rappel des modèles linéaires simples (1/5)
Définitions et notations

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽𝑋 + 𝜀

Les modèles linéaires simples permettent de décrire la

relation entre deux variables quantitatives (variable cible 𝒀
et variable explicative 𝑿) par une équation linéaire.

Pour un portefeuille automobile, la variable cible peut être

le coût du sinistre (en supposant que la personne est

exposée) et la variable explicative l’âge du conducteur.

Le principal objectif du modèle linéaire est de prédire les

valeurs 𝑌 à partir de 𝑋 en estimant les coefficients 𝜷 et 𝜷𝟎.

Les coefficients sont généralement estimés par la méthode

des moindres carrées.

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Coefficient(s)
ou paramètres

Variable cible ou 
variable à expliquer,

ou variable dépendante

Variable(s) 
explicative(s)

ou prédicteur(s)

Résidu ou erreur 
aléatoire, 

supposée suivre 
une distribution 

normale avec une 
moyenne zéro
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Rappel des modèles linéaires simples (2/5)
Evaluer la généralisation

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Les observations pour 
lesquelles la valeur de la 
variable cible est connue

Résidu ou erreur 
aléatoire, 

supposée suivre 
une distribution 

normale avec une 
moyenne zéro

RAPPELS

Séparation train-test : La séparation entre les ensembles 

d'entraînement (train) et de test est importante pour évaluer 

la performance réelle d'un modèle linéaire

Évaluer la généralisation : Le modèle linéaire est ajusté 

sur l’ensemble d’entraînement (train), les données qu'il 

utilise pour apprendre. Cependant, cela ne garantit pas qu'il 

fonctionnera bien sur de nouvelles données, non vues 

auparavant. L'ensemble de test, composé de données que 

le modèle n'a jamais vues, permet de vérifier la capacité du 

modèle à généraliser à des données inconnues.

Coefficient(s)
ou paramètres

Variable cible ou 
variable à expliquer,

ou variable dépendante

Variable(s) 
explicative(s)

ou prédicteur(s)

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽𝑋 + 𝜀

Les observations pour lesquelles on 
souhaite prédire la variable cible.
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Rappel des modèles linéaires simples (3/5)
Différence entre entraînement et inférence

𝑋

𝛽𝑋 + 𝛽0
𝑌

Exemple illustratif

Les observations pour lesquelles on 
souhaite prédire la variable cible.

Les observations pour 
lesquelles la valeur de la 
variable cible est connue

Résidu ou erreur 
aléatoire, 

supposée suivre 
une distribution 

normale avec une 
moyenne zéro

RAPPELS

L'entraînement consiste à ajuster les paramètres d'un 

modèle à partir de données connues pour qu'il apprenne 

des patterns. 

L'inférence, en revanche, est le processus où le modèle, 

une fois entraîné, fait des prédictions sur des nouvelles 

données non vues.

Coefficient(s)
ou paramètres

Variable cible ou 
variable à expliquer,

ou variable dépendante

Variable(s) 
explicative(s)

ou prédicteur(s)

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽𝑋 + 𝜀

En résumé, l'entraînement est l'apprentissage, tandis 

que l'inférence est l'utilisation du modèle pour prédire.
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²

Hypothèses d’un modèle linéaire

𝑋

𝛽𝑋 + 𝛽0
𝑌

Exemple illustratif

Les observations pour 
lesquelles la valeur de la 
variable cible est connue

Résidu ou erreur 
aléatoire, 

supposée suivre 
une distribution 

normale avec une 
moyenne zéro

RAPPELS

Les 4 hypothèses fondamentales des erreurs 𝜺𝒊
(qui doivent être vérifiées pour un modèle linéaire) :

1) Moyenne nulle (erreurs centrées) : le modèle ne doit pas présenter 

de biais systématique.

2) Variance constante (homoscédasticité) : La dispersion des erreurs 

doit être constante, pour éviter que certaines parties du modèle soient 

plus imprécises que d’autres.

3) Indépendance des erreurs : l'erreur commise pour une observation ne 

doit pas influencer les autres.

4) Distribution normale (loi gaussienne) : Les erreurs suivent une 

distribution normale, ce qui permet d’appliquer les tests statistiques et 

d'estimer la précision des prédictions. 

Nous supposons en particulier que les résidus
suivent une loi normale de moyenne nulle et 
de variance constante.

Coefficient(s)
ou paramètres

Variable cible ou 
variable à expliquer,

ou variable dépendante

Variable(s) 
explicative(s)

ou prédicteur(s)

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽𝑋 + 𝜀

Rappel des modèles linéaires simples (4/5)

Les observations pour lesquelles on 
souhaite prédire la variable cible.
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Rappel des modèles linéaires simples (5/5)
Performance du modèle

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Estimateur : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Les observations pour lesquelles on 
souhaite prédire la variable cible.

Les observations pour 
lesquelles la valeur de la 
variable cible est connue

Résidu ou erreur 
aléatoire, 

supposée suivre 
une distribution 

normale avec une 
moyenne zéro

RAPPELS

Plusieurs approches pour vérifier si un modèle linéaire est bien estimé :

- Visuellement : Utiliser des graphiques comme le QQ-plot pour vérifier 

si les erreurs suivent une distribution normale.

- Empiriquement : Utiliser le coefficient de détermination 𝑅2 pour 

mesurer la proportion de la variation expliquée par le modèle par rapport à 

la variation totale.

- Statistiquement : Effectuer une analyse de la variance (ANOVA) pour 

évaluer la significativité du modèle avec la statistique F et sa p-valeur.

Coefficient(s)
ou paramètres

Variable cible ou 
variable à expliquer,

ou variable dépendante

Variable(s) 
explicative(s)

ou prédicteur(s)

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽𝑋 + 𝜀
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Modèles linéaires multiples (1/5)
Plusieurs variables explicatives : des modèles linéaires dites « multiples »

RAPPELS

Coût sinistre Catégorie Ancienneté Age

0 3 0 41

122.3 1 8 20

977.8 2 7 18

0 1 5 47

311.1 1 2 29

Exemple illustratif

Cas avec plusieurs variables explicatives (souvent plus de 10 variables).
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Modèles linéaires multiples (2/5)
Un peu de formalisme

RAPPELS

0 3 0 41

122.3 1 8 20

977.8 2 7 18

0 1 5 47

311.1 1 2 29

𝑌 𝑋1 𝑋2 𝑋3

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑑𝑋𝑑 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)Modèles linéaires multiples

𝜀1

𝜀2
𝜀3

𝜀4

𝜀5

𝜺
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Modèles linéaires multiples (3/5)
Ecriture matricielle

RAPPELS

0 1 3 0 41

122.3 1 1 8 20

977.8 1 2 7 18

0 1 1 5 47

311.1 1 1 2 29

𝑌 𝐗

Modèles linéaires multiples

= ×

𝜷𝟎

𝜷𝟏

𝜷𝟐

𝜷𝟑

𝜷𝑻
Ecriture matricielle

𝜀1

𝜀2
𝜀3

𝜀4

𝜀5

𝜺

+

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑑𝑋𝑑 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)
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Modèles linéaires multiples (4/5)
Estimateur constant

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

Exemple d’un mauvais estimateur avec 𝑹(𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕) grand

෠𝑌 = 𝑿𝜷𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕
𝑻Ƹ𝜀1

Ici l’estimateur est une constante qui vaut 𝛽0

Notre objectif est d’estimer les coefficients 𝜷. Plus 

précisément nous souhaitons trouver 𝜷 qui minimise la 

méthode des moindres carrés, une approche statistique 

utilisée pour ajuster un modèle à des données en 

minimisant la somme des carrés des écarts entre les 

valeurs observées et les valeurs prédites par le modèle

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝛽𝑖
𝑇 2

=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2

Ƹ𝜀2

Ƹ𝜀3
Ƹ𝜀4

Ƹ𝜀5

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Variable explicative 𝑋
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Modèles linéaires multiples (5/5)
Estimateur optimal

RAPPELS

Modèle linéaire multiple

Expression explicite du paramètre optimal 𝛽𝑏𝑒𝑠𝑡 : si toutes 

les variables explicatives dans 𝑿 sont linéairement 

indépendantes entre elles alors

𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕 = 𝑿𝑻𝑿
−𝟏
𝐗𝐓Y

𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

Exemple d’un bon estimateur avec 𝑹(𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕) petit

෠𝑌 = 𝑿𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕
𝑻

avec (sous certaines conditions)

𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕 = 𝑿𝑻𝑿
−𝟏
𝐗𝐓Y

avec 𝔼[𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕] = 𝜷 (on dit que l’estimateur est non biaisé)

Ƹ𝜀1
Ƹ𝜀2

Ƹ𝜀3

Ƹ𝜀4

Ƹ𝜀5

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Notre objectif est d’estimer les coefficients 𝜷. Plus 

précisément nous souhaitons trouver 𝜷 qui minimise la 

méthode des moindres carrés, une approche statistique 

utilisée pour ajuster un modèle à des données en 

minimisant la somme des carrés des écarts entre les 

valeurs observées et les valeurs prédites par le modèle

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝛽𝑖
𝑇 2

=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2

𝕍[𝜷𝒃𝒆𝒔𝒕] = 𝜎2 𝑿𝑻𝑿 −𝟏
la matrice variance-covariance

𝑋



𝑌

0

1

𝑋

1. Modèles Linéaires
Rappel

Limites
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible binaire

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

Exemple d’un mauvais estimateur

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse binaire {𝟎, 𝟏}

0

1

𝑋

Lorsque 𝑌 n’est pas une variable cible continue alors le 

modèle linéaire classique n’a plus de sens :

1) L’estimateur à pour valeur dans un ensemble discret

2) Les hypothèses sur les résidus (notamment de 

variance constante) ne sont pas vérifiées
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible binaire

RAPPELS

Objectif

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse binaire {𝟎, 𝟏}

0

1

𝑋

ℙ[𝑌 = 1|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿 = 𝒙]

𝒙

Solution : Prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou 1) à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse binaire : 𝔼 𝑌 𝑿 = ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝒑

Lien ? 𝒑 𝜷

Distribution « naturelle » : Y ∣ 𝑿 ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝒑)
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible binaire

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse binaire {𝟎, 𝟏}

0

1

𝑋

ℙ[𝑌 = 1|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿 = 𝒙]

𝒙

Objectif

Solution : Prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou 1) à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse binaire : 𝔼 𝑌 𝑿 = ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝒑

Lien ? 𝒑 𝜷

Distribution « naturelle » : Y ∣ 𝑿 ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝒑)
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible binaire

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse binaire {𝟎, 𝟏}

0

1

𝑋

ℙ[𝑌 = 1|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿 = 𝒙]

𝒙

Objectif

Solution : Prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou 1) à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse binaire : 𝔼 𝑌 𝑿 = ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝒑

Distribution « naturelle » : Y ∣ 𝑿 ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝒑)

Lien ? 𝒑 𝜷
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible discrète

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Exemple d’un mauvais estimateur

Lorsque 𝑌 n’est pas une variable cible continue alors le 

modèle linéaire classique n’a plus de sens :

1) L’estimateur à pour valeur dans un ensemble discret

2) Les hypothèses sur les résidus (notamment de 

variance constante) ne sont pas vérifiées

Lorsque 𝑌 est une réponse 

« de comptage » 1, 2, 3, 3 +

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible discrète

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋ℙ[𝑌 = 0|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 1|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 3|𝑿 = 𝒙]

ℙ[𝑌 = 2|𝑿 = 𝒙]

Lorsque 𝑌 est une réponse 

« de comptage » 1, 2, 3, 3 +

Solution : Prédire la probabilité d'un événement discret à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse discrète positive : ℙ 𝑌 = 𝑘 𝑿 =
𝝀𝑘

𝑘!
𝑒−𝝀?

Objectif
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible discrète

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Objectif

Lorsque 𝑌 est une réponse 

« de comptage » 1, 2, 3, 3 +

𝒙

Solution : Prédire la probabilité d'un événement discret à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse discrète positive : ℙ 𝑌 = 𝑘 𝑿 =
𝝀𝑘

𝑘!
𝑒−𝝀

Distribution « naturelle » : Y ∣ 𝑿 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 𝝀

Lien ? 𝝀 𝜷
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Limites des modèles linéaires classiques
Cas variable cible discrète

RAPPELS

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Lorsque 𝑌 est une réponse 

« de comptage » 1, 2, 3, 3 +

𝒙

Solution : Prédire la probabilité d'un événement discret à partir de variables explicatives 𝐗 = 𝒙.

Modèle linéaire : 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻

Réponse discrète positive : ℙ 𝑌 = 𝑘 𝑿 =
𝝀𝑘

𝑘!
𝑒−𝝀

Distribution « naturelle » : Y ∣ 𝑿 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 𝝀

Lien ? 𝝀 𝜷

Objectif



2. Distributions de la 
famille exponentielle



Introduction à la famille exponentielle (1/3)
Loi Normale : Modélisation des données continues avec variance constante

RAPPELS

Modèle linéaire multiple

𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

donc : 𝑌 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝑿𝜷𝑻, 𝜎2𝐼)

avec :

𝑓 𝑦 =
1

𝜎√2𝜋
exp −

1

2

𝑦 − 𝑿𝜷𝑻

𝜎

2

𝑋

c
o

n
ti
n

u
e

𝑋

𝑋

0

0

1

0

2

1

b
in

a
ir
e

d
is

c
rè

te

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻



Introduction à la famille exponentielle (2/3)
Famille exponentielle : Des données discrètes ou continues avec variance constante ou non constante

RAPPELS

Extension : Les distributions de la famille exponentielle sont 

un ensemble de distributions paramétriques :

𝑓 𝑦 = 𝑐 𝑦, 𝜙 exp
𝑦𝛽 − 𝑎 𝛽

𝜙

Incluent des distributions couramment utilisées pour modéliser 

divers types de données : continues, discrètes, et binaires.

𝑋

𝑋

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝑋

0

0

1

0

2

1

𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

donc : 𝑌 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝑿𝜷𝑻, 𝜎2𝐼)

avec :

𝑓 𝑦 =
1

𝜎√2𝜋
exp −

1

2

𝑦 − 𝑿𝜷𝑻

𝜎

2

Modèle linéaire multiple

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑎′(𝛽) Var 𝑌 𝑿 = 𝜙 × 𝑎′′(𝛽)

c
o

n
ti
n

u
e

b
in

a
ir
e

d
is

c
rè

te

𝑔𝑏𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝑔𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻



Introduction à la famille exponentielle (3/3)
Famille exponentielle : Des données discrètes ou continues avec variance constante ou non constante

RAPPELS

Distribution de la famille exponentielle :

𝑓 𝑦 = 𝑐 𝑦, 𝜙 exp
𝑦𝛽 − 𝑎 𝛽

𝜙

𝑋

c
o

n
ti
n

u
e

𝑋

𝑋

0

0

1

0

2

1
b

in
a

ir
e

d
is

c
rè

te

0 1

0 21

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝑔𝑏𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝑌 ∣ 𝒙𝒊 ∼ 𝑁 𝒙𝒊𝜷
𝑻, 𝜎2

𝑌

𝑌

𝑌

𝑌 ∣ 𝒙𝒊 ∼ 𝐵𝑒𝑟 𝔼 𝑌 𝒙𝒊

𝑌 ∣ 𝒙𝒊 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 𝔼 𝑌 𝒙𝒊

Nous détaillerons dans la section suivante les 

graphiques et les résultats statistiques. Notamment :

𝑔𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻𝑔𝑏𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 ? 𝑔𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 ?

Pour ajuster les données en conséquence, nous 

devons les transformer à l'aide de fonctions 

appelées fonctions de lien, notées 𝑔 :

𝑔(𝔼 𝑌 𝑿 ) = 𝑿𝜷𝑻



3. Modèles GLM
Modèle Logistique

Modèle de Poisson

Récapitulatif



Variable cible binaire
Limites des modèles linéaires classiques

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

Exemple d’un mauvais estimateur

𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse binaire {𝟎, 𝟏}

0

1

𝑋

Lorsque 𝑌 est une réponse binaire {𝟎, 𝟏}, nous avons 

clairement plusieurs problèmes:

- L’estimateur a pour valeur dans ℝ

- Les hypothèses sur les résidus (notamment de 

variance constante) ne sont pas vérifiées

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

𝑿𝜷𝑻
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Régression Logistique. Modèle statistique utilisée

pour prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou

1) à partir de variables explicatives. Elle est souvent

employée pour des tâches de classification.

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻

… … …
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Régression Logistique. Modèle statistique utilisée

pour prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou

1) à partir de variables explicatives. Elle est souvent

employée pour des tâches de classification.

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

… … …

ℙ[𝑌 = 1|𝑿]

L'idéal serait d'utiliser une fonction (ou transformation) 

sigmoïde pour ajuster les données et estimer une 

« probabilité de succès »

ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻

𝑌
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Régression Logistique. Modèle statistique utilisée

pour prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou

1) à partir de variables explicatives. Elle est souvent

employée pour des tâches de classification.

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

ℙ[𝑌 = 1|𝑿]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿]

… … …

L'idéal serait d'utiliser une fonction (ou transformation) 

sigmoïde pour ajuster les données et estimer une 

« probabilité de succès »

ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Régression Logistique. Modèle statistique utilisée

pour prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou

1) à partir de variables explicatives. Elle est souvent

employée pour des tâches de classification.

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

ℙ[𝑌 = 1|𝑿]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿]

… … …

L'idéal serait d'utiliser une fonction (ou transformation) 

sigmoïde pour ajuster les données et estimer une 

« probabilité de succès »

ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Régression Logistique. Modèle statistique utilisée

pour prédire la probabilité d'un événement binaire (0 ou

1) à partir de variables explicatives. Elle est souvent

employée pour des tâches de classification.

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

ℙ[𝑌 = 1|𝑿]

ℙ[𝑌 = 0|𝑿]

… … …

L'idéal serait d'utiliser une fonction (ou transformation) 

sigmoïde pour ajuster les données et estimer une 

« probabilité de succès »

ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻
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Variable cible binaire
Modèle Logistique

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

0

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ 𝑉𝑎𝑟[𝑌|𝑿]

Pour ajuster les données, nous devons les transformer à 

l'aide de fonctions appelées fonctions de lien, notées 𝑔 :

𝑔(𝔼 𝑌 𝑿 ) = 𝑿𝜷𝑻

Régression Logistique. Une technique statistique

utilisée pour prédire la probabilité d'un événement

binaire (0 ou 1) à partir de variables explicatives. Elle

est souvent employée pour des tâches de classification.

Fonction logistique comme fonction de lien :

𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 = log
𝔼 𝑌 𝑿

1 − 𝔼 𝑌 𝑿

avec

𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻

L'idéal serait d'utiliser une fonction (ou transformation) 

sigmoïde pour ajuster les données et estimer une 

« probabilité de succès »

ℙ 𝑌 = 1 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻



3. Modèles GLM
Modèle Logistique

Modèle de Poisson

Récapitulatif



variable cible de comptage
Cas variable cible discrète

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

Lorsque 𝑌 est une 

réponse « de comptage »

1, 2, 3, 3 +

0

2

1

Lorsque 𝑌 est une réponse discrète (ici, de comptage) 

nous avons clairement plusieurs problèmes:

- Les valeurs estimées devraient être des nombres entiers

- Les hypothèses sur les résidus (notamment de 

variance homogène, normalité etc. …) ne sont pas vérifiées
𝑋

Exemple d’un mauvais estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

𝑿𝜷𝑻
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variable cible de comptage
Cas variable cible discrète

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

L’idéal serait de 

proposer une loi 

discrète (au lieu 

d’une loi normale) et 

d’« adapter » les 

variances 𝝈𝟐 en 

fonction de 𝑿.

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

𝑒𝑿𝜷
𝒕

Régression de Poisson. Pour modéliser le nombre de fois

qu'un événement se produit dans un intervalle de temps ou

d'espace, en fonction de variables explicatives. Elle est

particulièrement adaptée aux données de comptage.
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variable cible de comptage
Cas variable cible discrète

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

L’idéal serait de 

proposer une loi 

discrète (au lieu 

d’une loi normale) et 

d’« adapter » les 

variances 𝝈𝟐 en 

fonction de 𝑿.

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

Régression de Poisson. Pour modéliser le nombre de fois

qu'un événement se produit dans un intervalle de temps ou

d'espace, en fonction de variables explicatives. Elle est

particulièrement adaptée aux données de comptage.
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variable cible de comptage
Cas variable cible discrète

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

L’idéal serait de 

proposer une loi 

discrète (au lieu 

d’une loi normale) et 

d’« adapter » les 

variances 𝝈𝟐 en 

fonction de 𝑿.

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

Régression de Poisson. Pour modéliser le nombre de fois

qu'un événement se produit dans un intervalle de temps ou

d'espace, en fonction de variables explicatives. Elle est

particulièrement adaptée aux données de comptage.
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variable cible de comptage
Cas variable cible discrète

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

Coût

sinistre

Occurrence 

sinistre

Nombre

sinistres

0 0 0

122.3 1 1

977.8 1 2

1203.1 1 3

Exemple illustratif

… … …

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

L’idéal serait de 

proposer une loi 

discrète (au lieu 

d’une loi normale) et 

d’« adapter » les 

variances 𝝈𝟐 en 

fonction de 𝑿.

𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

Régression de Poisson. Pour modéliser le nombre de fois

qu'un événement se produit dans un intervalle de temps ou

d'espace, en fonction de variables explicatives. Elle est

particulièrement adaptée aux données de comptage.
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variable cible de comptage
Modèle de Poisson

RAPPELS

Modèle linéaire multiple 𝑌 = 𝑿𝜷𝑻 + 𝜺 avec 𝜀𝑖 𝑖𝑖𝑑 ∼ 𝑁(0, 𝜎2) 𝜇 ≔ 𝔼[𝑌|𝑿] = 𝑿𝜷𝑻 et 𝜎2 ≔ Var[𝑌|𝑿]

Régression de Poisson. Une méthode statistique

utilisée pour modéliser le nombre de fois qu'un

événement se produit dans un intervalle de temps ou

d'espace, en fonction de variables explicatives. Elle est

particulièrement adaptée aux données de comptage:

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

L’idéal serait de 

proposer une loi 

discrète (au lieu 

d’une loi normale) et 

d’« adapter » les 

variances 𝝈𝟐 en 

fonction de 𝑿.

𝑌 ∣ 𝑿 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠(𝜆) avec 𝜆 = 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑒𝑿𝜷
𝒕

et 

ℙ 𝑌 = 𝑘 ∣ 𝑿 =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝑘

La fonction logarithmique comme fonction de lien :

𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 = log 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

avec

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑒𝑿𝜷
𝒕

Exemple illustratif



3. Modèles GLM
Modèle Logistique

Modèle de Poisson

Récapitulatif
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Formulation générale
Modèles linéaires généralisés

FORMULATION GLM

Modèle linéaire généralisé ou GLM (pour Generalized Linear Model) étend le modèle linéaire « classique » en :

1) utilisant une fonction de lien (inversible) pour relier la variable de réponse au modèle

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑔−1 𝑿𝜷𝑻

2) et en permettant à la variance de dépendre de la valeur prédite selon la distribution choisie (𝑉 une fonction)

Var 𝑌 𝑿 = 𝜙 × 𝑉 𝑔−1 𝑿𝜷𝑻

avec 𝑉 une fonction variance qui dépend 𝔼[𝑌 ∣ 𝑋] et 𝜙 un paramètre d’échelle.

Modèle classique

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

Var 𝑌 𝑿 = 𝜎2

Modèle logistique

𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻

Var 𝑌 𝑿 = 𝜇(1 − 𝜇)

Modèle de Poisson

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑒𝑿𝜷
𝒕

Var 𝑌 𝑿 = 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝜇

Distribution des erreurs : Normale Distribution : Bernoulli (ou Binomiale) Distribution des erreurs : Poisson
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Modèles GLM et applications en assurance
Récapitulatif

FORMULATION GLM

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑿𝜷𝑻

𝔼 𝑌 𝑿 =
1

1 + 𝑒−𝑿𝜷
𝑻

𝔼 𝑌 𝑿 = 𝑒𝑿𝜷
𝒕

𝑋0

0

1

0

2

1



4. Estimation des 
paramètres : Maximum 
de vraisemblance



Adaptée aux relations linéaires entre les variables

Fonction de vraisemblance (1/2)
Les limites de la méthode des moindres carrés

ESTIMATION DES PARAMÈTRES

0

2

1

𝑋

Exemple d’un mauvais estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝑿𝜷𝑻

Exemple illustratif

La méthode des moindres carrés

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖
2
=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2



Adaptée aux relations linéaires entre les variables

En présence d'une relation non linéaire, son 

utilisation peut entraîner des erreurs significatives

Fonction de vraisemblance (1/2)
Les limites de la méthode des moindres carrés

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝒆𝑿𝜷
𝑻

une mauvaise mesure

Exemple illustratif

La méthode des moindres carrés

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖
2
=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2

ESTIMATION DES PARAMÈTRES



Fonction de vraisemblance (2/2)
Les limites de la méthode des moindres carrés

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝒆𝑿𝜷
𝑻

une bonne mesure
Adaptée aux relations linéaires entre les variables

En présence d'une relation non linéaire, son 

utilisation peut entraîner des erreurs significatives

𝑥1 𝑥2 𝑥3

Exemple illustratif

La méthode des moindres carrés

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖
2
=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2

Estimer les paramètres de la fonction de densité / probabilité

𝑓𝜷 𝑦𝑖 ≔ ℙ𝜷 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 ∣ 𝑿

ESTIMATION DES PARAMÈTRES



Fonction de vraisemblance (2/2)
Les limites de la méthode des moindres carrés

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝒆𝑿𝜷
𝑻

une bonne mesure
Adaptée aux relations linéaires entre les variables

En présence d'une relation non linéaire, son 

utilisation peut entraîner des erreurs significatives

Estimer les paramètres de la fonction de densité / probabilité

𝑓𝜷 𝑦𝑖 ≔ ℙ𝜷 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 ∣ 𝑿

La méthode des moindres carrés

𝑅 𝜷 ≔ ෍

𝑖

𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖
2
=෍

𝑖

Ƹ𝜀𝑖
2

𝑥1 𝑥2 𝑥3

Exemple illustratif

Fonction de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝐿 𝒚, 𝜷 ≔ ෑ

𝑖=1,…,𝑛

𝑓𝜷 𝑦𝑖

𝑙 𝒚, 𝜷 ≔ log 𝐿 𝒚, 𝜷 = ෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

ESTIMATION DES PARAMÈTRES



Maximum de vraisemblance
Cas modèle de Poisson

Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE en 

anglais) : estimateur statistique utilisé pour inférer les 

paramètres de la loi de probabilité d’un échantillon donné 

en recherchant les valeurs des paramètres maximisant la 

fonction de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑮𝑳𝑴 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

0

2

1

𝑋

Exemple d’un bon estimateur

R
é
p
o
n
s
e
 𝑌

𝒆𝑿𝜷
𝑻

une bonne mesure

𝑥1 𝑥2 𝑥3

Exemple illustratif

Modèle de Poisson

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖 = ෍

𝑖=1,…,𝑛

log
𝒙𝒊𝜷

𝑻 𝑦𝑖

𝑦𝑖!
𝑒−𝑦𝑖

= ෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑦𝑖𝒙𝒊𝜷
𝑻 − 𝑒𝒙𝒊𝜷

𝑻
− log𝑦𝑖!

Comme nous cherchons 𝜷 qui maximise 𝑙 𝑦, 𝜷 , nous 

prenons la simplification suivante :

𝜷𝑮𝑳𝑴 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑦𝑖𝒙𝒊𝜷
𝑻 − 𝑒𝒙𝒊𝜷

𝑻

ESTIMATION DES PARAMÈTRES

Solution numérique : Descente de gradient



5. Interprétation des 
coefficients / paramètres



Importance des variables explicatives (1/2)
Des approches « simples » basées sur les coefficients

Exemple illustratif

Approche 1 : magnitude des coefficients

Les coefficients estimés mesurent l’effet d’une variation unitaire 

d’une variable explicative sur la variable cible, en maintenant 

constantes les autres variables. Dans certains cas, les coefficients 

peuvent être utilisés pour évaluer l'importance relative des 

variables. Plus un coefficient est grand (en valeur absolue), 

plus l'impact de la variable correspondante est important.

Variables 𝑋

C
o

e
ff
ic

ie
n

ts
 ∣
𝛽
∣ Top 3 des variables les plus « importantes »

Age Ancienneté Catégorie / 

Classe

Garage

Non

Garage

Partagé

Garage

Privé

B
E

S
T

21.8

68.7
85.2

75.1

31.9
19.98

INTERPRÉTATION DES COEFFICIENTS



Importance des variables explicatives (2/2)
Des approches « simples » basées sur les coefficients

Exemple illustratif

Age Ancienneté Catégorie / 

Classe

Garage

Non

Garage

Partagé

Garage

Privé

Les coefficients estimés mesurent l’effet d’une variation unitaire 

d’une variable explicative sur la variable cible, en maintenant 

constantes les autres variables. Dans certains cas, les coefficients 

peuvent être utilisés pour évaluer l'importance relative des 

variables. Plus un coefficient est grand (en valeur absolue), 

plus l'impact de la variable correspondante est important.

Variables 𝑋

p
-v

a
le

u
r

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

Approche 2 : signification statistique (p-valeur)

Une autre manière d'évaluer l'importance d'une variable est de 

tester si son coefficient est statistiquement différent de zéro. Si la 

p-valeur associée au coefficient est inférieure à un seuil 

conventionnel (souvent 0.05), la variable est considérée comme 

ayant un effet significatif sur la variable cible.

Seuil

0.05

B
E

S
T

Nous détaillerons plus tard les tests statistiques

Approche 1 : magnitude des coefficients

INTERPRÉTATION DES COEFFICIENTS



Zoom sur le modèle Logistique
Cas assurance auto

Exemple illustratif

Rapport des cotes (Odds-Ratio ou OR) pour des prédicteurs binaires : C’est le 

rapport des cotes des probabilités que ce soit positif pour ceux qui ont la 

caractéristique 𝑋𝑖 d’une part et de ceux qui ne l’ont pas d’autre part. Exemple avec 

𝑂𝑅𝑖 =

ℙ(𝑌 = 1 ∣ 𝑋𝑖 = 1)
ℙ(𝑌 = 0 ∣ 𝑋𝑖 = 1)
ℙ(𝑌 = 1 ∣ 𝑋𝑖 = 0)
ℙ(𝑌 = 0 ∣ 𝑋𝑖 = 0)

= exp 𝛽𝑖

Coût 

sinistre

Occurrence 

sinistre

Age Ancienneté Catégorie / 

Classe

Garage

Non

Garage

Partagé

Garage

Privé

0 0 0.84 0 0.666 0 0 1

122.3 1 0 1 0.333 0 0 1

977.8 1 0.04 0.875 0.333 1 0 0

0 0 1 0.625 0.333 0 1 0

311.1 1 0.36 0.25 1 1 0 0

Tâche de classification avec une variable cible binaire

Les cotes (ou odds) pour 𝑋𝑖 :

𝒆𝑿𝜷
𝑻
=

ℙ(𝑌 = 1 ∣ 𝑋𝑖)

1 − ℙ(𝑌 = 1 ∣ 𝑋𝑖)
=
ℙ(𝑌 = 1 ∣ 𝑋𝑖)

ℙ(𝑌 = 0 ∣ 𝑋𝑖)

- 𝑂𝑅𝑖 = 1, la variable cible est indépendantes de 𝑋𝑖

- 𝑂𝑅𝑖 > 1, la variable cible est plus fréquente pour les individus qui ont 𝑋𝑖

- 𝑂𝑅𝑖 < 1, la variable cible est plus fréquente pour les individus qui n’ont pas 𝑋𝑖

INTERPRÉTATION DES COEFFICIENTS



6. Evaluation des GLM



Rappel
Matrice de confusion et AUC

EVALUATION DES GLM

Occurrence 

sinistre

Score Prédiction

(seuil 0.5)

Prédiction

(seuil 1)

Prédiction

(seuil 0.65)

0 0.4 0 0 0

1 0.7 1 0 1

1 0.35 0 0 0

0 0.52 1 0 0

1 0.68 1 0 1

0 0.2 0 0 0

0 0.1 0 0 0

0 0.6 1 0 0

1 0.7 1 0 1

0 0.55 1 0 0

Exemple illustratif

Approche 1 : Matrice de confusion

Mesure la performance des modèles de classification à 2 classes ou plus. 

Dans le cas binaire, la matrice de confusion est un tableau à 4 valeurs 

représentant différentes combinaisons de valeurs réelles et valeurs prédites

Approche 2 : AUC-ROC

Accuracy : 0.6 Accuracy : 0.9Accuracy : 0.6

L’AUC-ROC (Area Under the Curve - Receiver Operating Characteristic) ou 

AUC évalue la capacité d'un modèle à distinguer entre les classes en traçant 

le TVP contre le TFP pour différents seuils de décision. L’AUC (aire sous la 

courbe) varie entre 0,5 (modèle aléatoire) et 1 (modèle parfait)

TVP (sensibilité ou rappel)

T
F

P
 (

1
 -

s
p

é
c

if
ic

it
é

)

0 1

1

(0, 0.75)(TFP, TVP) (0, 0)(0.25, 0.5)

Des mesures « agnostiques » aux modèles (s’appliquent à toutes techniques : GLM, arbres de décision, …)

Indice de GINI = 2 x AUC - 1



Evaluation empirique du modèle (1/3)
Coefficient de détermination linéaire de Pearson

EVALUATION DES GLM

Le coefficient de détermination 𝑹𝟐 mesure la proportion de la variance de la variable cible 

expliquée par les variables indépendantes dans un modèle linéaire. Il est utilisé pour évaluer 

la qualité d'ajustement d'un modèle linéaire. Il varie entre 0 (mauvais ajustement) et 1 

(ajustement parfait)

𝑅2 = 1 −
∑ 𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖

2

∑ 𝑌𝑖 − ത𝑌 2

Avec 𝑌𝑖 valeur observée, ෡𝑌𝑖 valeur estimée et ത𝑌 valeur moyenne

Interprétation :

- 𝑅2 = 1 : Le modèle explique toute la variance des données 

- 𝑅2 = 0 : Le modèle n'explique aucune variance des données.

- 𝑅2 < 0 : Le modèle est pire qu'un modèle constant (moyenne).

𝑅2 = 0.85 signifie que 85 % de la variance de la variable cible est expliquée par le modèle

Attention : Un R² élevé ne 

signifie pas forcément que le 

modèle est bon, surtout en 

cas de données non linéaires.



Evaluation empirique du modèle (1/3)
Coefficient de détermination linéaire de Pearson

EVALUATION DES GLM

Attention : Un R² élevé ne 

signifie pas forcément que le 

modèle est bon, surtout en 

cas de données non linéaires.

Problème avec GLM : le 𝑅2 des modèles linéaires est basé sur la somme des carrées des résidus et ne tient pas 

compte du surajustement. Il n’y a donc pas de 𝑅2 dans les GLM qui sont basés sur le Maximum de Vraisemblance.

Les pseudos-𝑹𝟐 sont des équivalents du 𝑹𝟐 dans les GLM Pseudo-𝑅2 = 1 −
𝑑é𝑣𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒

𝑑é𝑣𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑒
= 1 −

(−2 log 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒)

(−2 log 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑒)

Le coefficient de détermination 𝑹𝟐 mesure la proportion de la variance de la variable cible 

expliquée par les variables indépendantes dans un modèle linéaire. Il est utilisé pour évaluer 

la qualité d'ajustement d'un modèle linéaire. Il varie entre 0 (mauvais ajustement) et 1 

(ajustement parfait)

𝑅2 = 1 −
∑ 𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖

2

∑ 𝑌𝑖 − ത𝑌 2

Avec 𝑌𝑖 valeur observée, ෡𝑌𝑖 valeur estimée et ത𝑌 valeur moyenne

Interprétation :

- 𝑅2 = 1 : Le modèle explique toute la variance des données 

- 𝑅2 = 0 : Le modèle n'explique aucune variance des données.

- 𝑅2 < 0 : Le modèle est pire qu'un modèle constant (moyenne).

𝑅2 = 0.85 signifie que 85 % de la variance de la variable cible est expliquée par le modèle



Evaluation empirique du modèle (2/3)
Les pseudos 𝑅2 : quelques indicateurs

EVALUATION DES GLM

Comparer le modèle avec le modèle initial (trivial) constitué de la seule constante. Soit 𝑳𝒎𝒐𝒅è𝒍𝒆 la vraisemblance maximale du modèle ajusté 

(avec les variables explicatives) et 𝑳𝟎 la vraisemblance maximale du modèle nul (sans variables explicatives, uniquement avec l'intercept).

𝑹𝟐 de Cox et Snell

𝑅𝐶𝑆
2 = 1 −

𝐿0
𝐿𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒

2
𝑛

mesure pseudo-R² adaptée aux modèles de régression non 
linéaire, comme la régression logistique. Il est basé sur le 
rapport de vraisemblance et exprime la proportion de la 
variance expliquée par le modèle. Formulé comme :

Evalue la qualité d'ajustement d'un modèle à partir de la log-
vraisemblance.

Par rapport au 𝑅² de Cox et Snell ou à celui de Nagelkerke, le 
𝑅² de McFadden est plus couramment utilisé pour les 
modèles logistiques car il repose sur des principes de 
vraisemblance qui s’ajustent bien à ces modèles.

Souvent préféré pour la régression logistique en raison de son 
lien direct avec le test du rapport de vraisemblance.

𝑹𝟐 de McFadden

𝑅𝑀𝐹
2 = 1 −

log(𝐿𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒)

log(𝐿0)

Ce 𝑅² est borné par 1, mais ne l'atteint jamais exactement, ce 
qui peut limiter son interprétation en comparaison avec d'autres 
mesures comme le 𝑹𝟐 de Nagelkerke.

𝑅𝑁
2 =

𝑅𝐶𝑆
2

max(𝑅𝐶𝑆
2 )



7. Sélection des variables



Tests statistiques (1/2)
Test du rapport de vraisemblance

SÉLECTION DES VARIABLES

Exemple illustratif

Le prédicteur n’est pas 
significatif dans le GLM

𝑋1

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

Seuil

0.05

p
-v

a
le

u
r

𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 Variables

Si la p-valeur associée au coefficient 

est inférieure à un seuil conventionnel 

(souvent 0.05), la variable est 

considérée comme ayant un effet 

significatif sur la variable cible.

Test statistique : 𝜷𝒋 = 𝟎 vs 𝜷𝒋 ≠ 𝟎 avec 𝑗 ∈ {1,… , 𝑑}



Tests statistiques (1/2)
Test du rapport de vraisemblance

SÉLECTION DES VARIABLES

Exemple illustratif

Avec la déviance du modèle ajusté (avec toutes les variables explicatives) 

𝐷𝑀𝑜𝑑è𝑙𝑒=−2 × 𝑙𝑜𝑔(𝐿𝑀𝑜𝑑è𝑙𝑒)

la déviance du modèle réduit (toutes les variables sauf 𝑋𝑗)

𝐷−𝑗 =−2 × 𝑙𝑜𝑔(𝐿−𝑗)

Test statistique : 𝜷𝒋 = 𝟎 vs 𝜷𝒋 ≠ 𝟎 avec 𝑗 ∈ {1,… , 𝑑}

LRj = 𝐷−𝑗 − 𝐷𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒 ∼ 𝝌𝟐 𝟏 asymptotiquement

Rapport de vraisemblance

𝑋1

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

Seuil

0.05

p
-v

a
le

u
r

𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 Variables

Si la p-valeur associée au coefficient 

est inférieure à un seuil conventionnel 

(souvent 0.05), la variable est 

considérée comme ayant un effet 

significatif sur la variable cible.



Tests statistiques (1/2)
Test du rapport de vraisemblance

SÉLECTION DES VARIABLES

Exemple illustratif

Avec la fonction de répartition :

𝐹𝜒2 1 𝑢 = ℙ 𝜒2 1 ≤ 𝑢

Test statistique : 𝜷𝒋 = 𝟎 vs 𝜷𝒋 ≠ 𝟎 avec 𝑗 ∈ {1,… , 𝑑}

LRj = 𝐷−𝑗 − 𝐷𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒 ∼ 𝝌𝟐 𝟏 asymptotiquement

Rapport de vraisemblance

𝑋1

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

Seuil

0.05

p
-v

a
le

u
r

𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 Variables

Si la p-valeur associée au coefficient 

est inférieure à un seuil conventionnel 

(souvent 0.05), la variable est 

considérée comme ayant un effet 

significatif sur la variable cible.

p-valeur : 1 − 𝐹𝜒2 1 𝐿𝑅𝑗



Tests statistiques (1/2)
Test du rapport de vraisemblance, évaluer un groupe de prédicteurs

SÉLECTION DES VARIABLES

Exemple illustratif

Si p-valeur < 0.05 alors:

- le modèle complet s'ajuste significativement 

mieux aux données que le modèle restreint.

- Sinon le modèle restreint​ est considéré 

comme suffisant pour expliquer les données.

Test statistique : 𝜷𝒋 = 𝟎 vs 𝜷𝒋 ≠ 𝟎 avec 𝑗 ∈ {1,… , 𝑑}

LRj = 𝐷−𝑗 − 𝐷𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒 ∼ 𝝌𝟐 𝟏 asymptotiquement

Rapport de vraisemblance

𝑋1

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

Seuil

0.05

p
-v

a
le

u
r

𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 Variables

Test statistique : 𝜷𝟏, 𝜷𝟐, … , 𝜷𝒓 = 𝟎 vs     𝜷𝟏, 𝜷𝟐, … , 𝜷𝒓 ≠ 𝟎 avec r ≤ 𝑑

LR = 𝐷−(1,…,𝑟) − 𝐷𝑀𝑜𝑑è𝑙𝑒 ∼ 𝝌𝟐 𝒅 − 𝒓 asymptotiquement

Rapport de vraisemblance

p-valeur : 1 − 𝐹𝜒2 𝑑−𝑟 𝐿𝑅p-valeur : 1 − 𝐹𝜒2 1 𝐿𝑅𝑗



Tests statistiques (2/2)
Test de Wald : moins précis mais moins coûteux en ressources

SÉLECTION DES VARIABLES

Exemple illustratif

Test statistique : 𝜷𝒋 = 𝟎 vs 𝜷𝒋 ≠ 𝟎 avec 𝑗 ∈ {1,… , 𝑑}

LRj = 𝐷−𝑗 − 𝐷𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒 ∼ 𝝌𝟐 𝟏 asymptotiquement

Rapport de vraisemblance

Les variables avec les « effets » les plus significatifs

𝑋1

Seuil

0.05

p
-v

a
le

u
r

𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑋5 𝑋6 Variables

Si la p-valeur associée au coefficient 

est inférieure à un seuil conventionnel 

(souvent 0.05), la variable est 

considérée comme ayant un effet 

significatif sur la variable cible.

Wj =
෢𝜷𝒋

𝟐

𝑽𝒂𝒓 ෢𝜷𝒋
∼ 𝝌𝟐 𝟏 asymptotiquement

Test de Wald, avec ෞ𝝈𝒋 l’erreur standard de ෡𝛽𝑗

p-valeur : 1 − 𝐹𝜒2 1 𝑊𝑗

Approche moins précise mais en même temps moins coûteuse en ressources

p-valeur : 1 − 𝐹𝜒2 1 𝐿𝑅𝑗



Critères AIC et BIC
Des critères de sélection qui tiennent en compte le nombre de variables explicatives 

SÉLECTION DES VARIABLES

Constat : L'ajout de variables dans un modèle réduit la 

déviance (ou augmente la vraisemblance), 

𝐷𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒=−2 × 𝑙𝑜𝑔(𝐿𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒)

même si certaines variables sont non pertinentes, similaire 

à l'augmentation du 𝑅2 en régression linéaire avec une 

diminution des degrés de liberté.

Solution : Contrebalancer la réduction de la déviance par 

une pénalisation liée à la complexité du modèle, comme 

avec l'AIC ou le BIC. 

Critère AIKAKE :

𝐴𝐼𝐶 = −2 log(𝐿𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒) + 2 × (𝑑 + 1)

Critère Schwartz :

𝐵𝐼𝐶 = −2 log(𝐿𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒) + log(𝑛) × (𝑑 + 1)

Nous allons évaluer des successions de modèles emboîtés :

- FORWARD : en les ajoutant au fur et à mesure

- BACKWARD : en les retirant au fur et à mesure

- STEPWISE : en alternant FORWARD / BACKWARD

Règle d’arrêt : l’ajout ou le retrait d’une variable n’améliore plus le critèreP
R

O
C

E
D

U
R

E
 

Exemple illustratif

Performance
(AIC ou BIC ou GINI)

Complexité
(nombre de variables)

L’utilisateur navigue parmi les 
modèles en fonction des critères 
performance / complexité, en vue 
d’identifier les modèles candidats 

satisfaisant un équilibre



8. GLM pénalisé



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Y ∼ 𝑁(𝛽∗𝑋 + 𝛽0
∗, 𝜎2)

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Estimateur 1 : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Données test

Données d’entraînement

Y ∼ 𝑁(𝛽∗𝑋 + 𝛽0
∗, 𝜎2)

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Estimateur 1 : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Données test

Données d’entraînement

Y ∼ 𝑁(𝛽∗𝑋 + 𝛽0
∗, 𝜎2)

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

𝑋

𝑌
Estimateur 2 : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Exemple illustratif

Données test

Données d’entraînement

Y ∼ 𝑁(𝛽∗𝑋 + 𝛽0
∗, 𝜎2)

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

𝑋

𝑌
Estimateur 2 : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Exemple illustratif

Données test

Données d’entraînement

Y ∼ 𝑁(𝛽∗𝑋 + 𝛽0
∗, 𝜎2)

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

𝑋

𝑌
Estimateur : ෠𝑌 = 𝛽𝑋 + 𝛽0

Données test

Données d’entraînement

Exemple illustratif

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

Modèle linéaire pénalisé (Ridge ou Lasso) : modèle linéaire 

qui ajoute une pénalité sur la magnitude des coefficients 

pour éviter le surajustement.

𝜷𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

𝜷𝒊
𝟐

𝜷𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

∣ 𝜷𝒊 ∣

Problème : Incapacité à gérer le sur-apprentissage (ou surajustement)



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

𝑋

𝑌
Estimateur : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒

Exemple illustratif

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

grand𝝀

Données test

Données d’entraînement

0

Modèle linéaire pénalisé (Ridge ou Lasso) : modèle linéaire 

qui ajoute une pénalité sur la magnitude des coefficients 

pour éviter le surajustement.

𝜷𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

𝜷𝒊
𝟐

𝜷𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

∣ 𝜷𝒊 ∣



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

grand𝝀

Données test

Données d’entraînement

Estimateur : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒

0

Modèle linéaire pénalisé (Ridge ou Lasso) : modèle linéaire 

qui ajoute une pénalité sur la magnitude des coefficients 

pour éviter le surajustement.

𝜷𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

𝜷𝒊
𝟐

𝜷𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

∣ 𝜷𝒊 ∣



Formulation des GLM pénalisés (1/2)
Cas des modèles linéaires classiques

GLM PÉNALISÉ

𝑋

𝑌

Exemple illustratif

Rappel : Estimateur des moindres carrés (OLS) : 

chercher les valeurs des paramètres minimisant 

𝜷𝑶𝑳𝑺 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 = argm𝑖𝑛
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖𝜷𝒊
𝑻 2

grand𝝀

Données test

Données d’entraînement

Estimateur : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒

Modèle linéaire pénalisé (Ridge ou Lasso) : modèle linéaire 

qui ajoute une pénalité sur la magnitude des coefficients 

pour éviter le surajustement.

𝜷𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

𝜷𝒊
𝟐

𝜷𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

= argm𝑖𝑛
𝜷

𝑅 𝜷 + 𝝀 ෍

𝑖=1,…,𝑛

∣ 𝜷𝒊 ∣

Nous sélectionnons la pénalisation optimale avec la validation croisée !



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑋

𝑌

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

1

0.5

0



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑌

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

1

0.5

0

𝑋

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

Données test

Données d’entraînement



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑋

𝑌

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

Problème : Gérer le sur-apprentissage

Estimateur GLM : ෠𝑌

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

1

0

0.5
Prédictions 
incorrectes



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑋

grand𝝀

𝑌

0

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

GLM avec une pénalité (Ridge ou Lasso) : GLM qui ajoute 

une pénalité sur la magnitude des coefficients pour éviter 

le surajustement.

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 − 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argmax 𝑙 𝑦, 𝜷
𝜷

−𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

1

0

0.5
Prédictions 
incorrectes

Problème : Gérer le sur-apprentissage

Estimateur GLM : ෠𝑌

Estimateur GLM pénalisé : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑋

grand𝝀

𝑌 Estimateur GLM pénalisé : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒

0

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

GLM avec une pénalité (Ridge ou Lasso) : GLM qui ajoute 

une pénalité sur la magnitude des coefficients pour éviter 

le surajustement.

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 − 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argmax 𝑙 𝑦, 𝜷
𝜷

−𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

1

0

0.5

Estimateur GLM : ෠𝑌

Prédictions 
incorrectes



Formulation des GLM pénalisés (2/2)
Cas des modèles linéaires généralisés

GLM PÉNALISÉ

Exemple illustratif

𝑋

grand𝝀

𝑌 Estimateur pénalisé : ෠𝑌𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒

0

Rappel : Estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) : 

chercher les valeurs des paramètres maximisant la fonction 

de vraisemblance (ou log de vraisemblance)

𝜷𝑴𝑳𝑬 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 = argmax
𝜷

෍

𝑖=1,…,𝑛

log 𝑓𝜷 𝑦𝑖

GLM avec une pénalité (Ridge ou Lasso) : GLM qui ajoute 

une pénalité sur la magnitude des coefficients pour éviter 

le surajustement.

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒓𝒊𝒅𝒈𝒆 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 − 𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣2

𝜷𝑴𝑳𝑬−𝒍𝒂𝒔𝒔𝒐 = argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 −𝝀 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

Y ∼ 𝐵𝑒𝑟(𝑝∗)

1

0

0.5

Estimateur GLM : ෠𝑌

Nous sélectionnons la pénalisation optimale 

avec la validation croisée !



Différences entre les modèles Ridge et Lasso (1/3)
Eviter le sur-apprentissage durant l’apprentissage

GLM PÉNALISÉ

Lasso : La pénalité Lasso utilise la norme

L1, poussant certains coefficients à zéro,

ce qui permet une sélection automatique

des variables. Il est utile pour simplifier les

modèles en réduisant la dimensionnalité et

en améliorant la généralisation.

Ridge : La pénalité Ridge utilise la norme

L2 pour réduire la taille des coefficients,

aidant à améliorer la généralisation, surtout

en présence de variables corrélées.

VS



Différences entre les modèles Ridge et Lasso (2/3)
Tableau récapitulatif

RAPPELS



Différences entre les modèles Ridge et Lasso (3/3)
Extension avec la méthode Elastic-Net

RAPPELS

Elastic Net combine les pénalités Ridge (L2) 

et Lasso (L1) :

argmax
𝜷

𝑙 𝑦, 𝜷 −𝝀𝟐 ∣∣ 𝜷 ∣∣2 − 𝝀𝟏 ∣∣ 𝜷 ∣∣1

- Régularise les coefficients tout en 

effectuant une sélection de variables

- Particulièrement utile lorsque les variables 

explicatives sont corrélées et qu'on 

souhaite à la fois réduire la dimensionnalité 

et éviter la multi-colinéarité.



9. Extension aux GAM



Limites aux modèles linéaires
Cas relation non-linéaire entre variables explicatives et variable cible

RAPPELS

Exemple illustratif

𝑋1

𝑌

Estimateur 𝛽𝟎 + 𝑋1𝛽1

Modèle Linéaire Généralisé (GLM)

𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑑𝑋𝑑 Exemple d’un mauvais estimateur



Limites aux modèles linéaires
Cas relation non-linéaire entre variables explicatives et variable cible

RAPPELS

Exemple illustratif

𝒇𝒊 sont des fonctions qui peuvent 
être paramétrique / non-
paramétrique / semi-paramétrique

𝑌

Estimateur 𝛽𝟎 + 𝑓1(𝑋1)

𝑋1

Les GAM (Modèles Additifs Généralisés) sont une extension 

des GLM qui permettent une plus grande flexibilité dans la 

modélisation des relations entre 𝑿 et 𝑌. Contrairement aux 

modèles GLM qui sont linéaires entre 𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 et 𝑿, les 

GAM permettent à chaque variable explicative d'avoir une 

relation non linéaire avec la réponse.

Modèle Additif Généralisé (GAM)

𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝛽0 + 𝑓1 𝑋1 + 𝑓2 𝑋2 +⋯+ 𝑓𝑑 𝑋𝑑

Modèle Linéaire Généralisé (GLM)

𝑔 𝔼 𝑌 𝑿 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑑𝑋𝑑 Exemple d’un bon estimateur

Exemple de fonction :

𝑓 𝑥 = 𝛽1𝑥 + 𝛽2𝑥
2 +⋯+ 𝛽𝑟𝑥

𝑟
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