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Exercice 1

On observe D,, = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) i.i.ddeloi P avec X; € 1,....ketY; € 0,1. On pose,

pour z € {1,...,k}, Ny = card({i : X; = =}). On considére la définition de la fonction
n(z) = E(Y|X = z)

et on définit son estimateur:

A _ Ni, Zi:Xiz:p YZ si Nw >0
nx) =q° _
0 sinon

et on définit la regle de classification f(Dn, ) = Lyz)>1/2 -

1. Démontrer que, pour x € {1, ..., k} fixé:

E(Ji(z) — X1, .0, Xn) < 1,50 + Iy, —
(In(x) = n(@)]| X1 n) A >0+ e

En déduire que

BIR() ~ 7] < 2B| = L] + P(Nx = 0).

Solution:
Par I'inegalité de Jensen on a que:
E(li(x) = n(@)|| X1, -, Xa) < VE(((x) = 1(2))2| X1, .., Xn)

Par ailleurs on remarque que comme Y; € {0,1}, alors E(Y|X = z) = n(z) < 1. Ainsi:

* SiN, =0:
On a7(z) = 0, ainsi:

E((i(z) =1(2))*| X1, s Xn) = E((2)*| X1, .., Xp) < Var(Y]X = z) = n(z)(1-n(z)) <

et donc
<1

N

E(jn(z) = n(0)[[ X1, ..., Xn) <

AN



« SiNz > 0:

Onaij(z) = §- Yix,—e Yi := Y|X = 2. Donc E(jj(z)) = E(Y|X = z) = E(Y|X = z) =
n(x), car la moyenne empirique est un estimateur non biaisé de I'espérance. On a donc:

E((i(z) = n(2))?| X1, ... Xn) = Va?‘( ()| X1, ..., Xn)

= —zVar( > YiXy, LX)
ZX,L:(L'

NVar(Y|X =) carlesY; sontiid

e e e L L

n(x)(1 —n(z)) carlesY; € {0,1} et E(Y|X = z) :=n(z)
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1
xi
4
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Et donc on a que pour N, > 0:

E(li(x) = n(@)|| X1, .., Xa) < VE((A(z) = n(2))?| X1, 00, Xn)
1

5

Entout,ona:

E(n(x) —n(@)|| X1, ..., Xn) <

1 +1n,=
N, Nz>0 Nz=0

Et on sait que pour I'excés de risque d’une une régle de classification par plug-in f, associée
a une régle de régression 7 (Slides Lecture 2, diapo 4):
R(f) = R* = R(f) = R(f")
2B(|(z) —n(x)[| X1, ..., Xn)
1

| A

IN

1
2 + 1N, =
[m 2 0]
1
=2 + 1n,=0
V Nz

Et alors:

E[R(f) - R*] < 2E[——1n,>0] + P(Nx = 0)

1
V' Ny
2. Démontrer que pour tout = tel que P(X; = z) > 0 on a N, — oo p.s lorsque n — oo puis en
déduire que les deux termes du membre de droite dans I'inégalité ci-dessus tendent vers 0.

Solution:
* N, —— op.s. ?
n—oo

En considérant les variables aléatoires 1(X; = x), on peut montrer par la loi des grands
nombres que

N
1(X
x j—
~ El N — P(X;=x) p.s.
(2

Or, P(N, — o0) > P(N,/N —— P(X; = z)) = 1, ce qui implique que N, —— 0

p s n—oo n—oo



* Alors 2B 4=1n,50] —— 0et P(Nx =0) ——07?

Pour tout s positif,

o] < Bl] <15 PN, < 6) 2 x PN, 2 8) < PN, < )+ 7

Ona N, ———ooen probabilité, alors pour tout e positif on peut trouver un g tel que
n—oo

P(N, < B) <e/2et1//B < €/2. On en déduit que pour tout ¢ positif, E[\/%HNPO] <e€

et donc 2E[¢+V711Nz>0] ——0.

Dailleurs, P(N, = 0) = P(X; # x)" ce qui converge vers 0 quand N tend vers I'infini.

El

3. Conclure: démontrer que f est universellement consistante.
Solution:

On a

BIR(F) ~ B'] < 2B =] + P(Nx = 0)

. ; . . 1
Jim EIR(f) - R < 7{1;%[2E[m
et on sait que R(f) — R* = R(f) — R(f*) > 0 car f* = argmin;R(f) par définition (opti-
mal/Bayes predictor).
Ainsi

Ly, 0] + P(Nx = 0)] = 0

N

ER(f) ~ RY] —— 0

pour toute loi P sur X x ), et comme R(f) converge en distribution vers un constant R*,
R(f) converge également en probabilité vers R*, ce qui montre que f est universellement con-
sistante.

Exercice 2

On considere une variable aléatoire X tirée selon une loi P, , ou le parametre réel # suit quant
a lui une distribution 7. Pour estimer #, on considere la fonction de perte:

L(0.a) - {k‘g(ﬁ—a) si 0>a

ki(a —0) sinon
Montrer que I'estimateur de Bayes est un fractile (& déterminer) de la loi de 6 sachant X.
Solution:

Rappel: z est un fractile d’'ordre k£ d’'une loi de probabilité P, si P(Z < z) = k.
OnaX|0~ Py, et ~ .
Lestimateur de Bayes est 'argument a qui minimise

B(L(0, a)|X) = /@ L(6,a)dPyx—.

On suppose que la loi de probabilité Py x_, admet une densité p(0|x) par rapport a la mesure

de Lebesgue. Ainsi:
0
= /@ L(6, a)dPyx—y = 0



[ p+oo a
— / k‘2(9 — a)dP9|X:$ + / k1 (a — 9)dP9|X$:| =0

a +oo a
<~ / kg(@ — a)dP9|X:I + / (k‘1 + k‘g)(a — Q)dPQXx:| =0

da lJ —oco —00

— 0 -/a (k‘l + ko) (a — Q)dP9|X:x:| = ko

da | ) o

o[/ ko
= % _/oo(a - Q)dPQX:x} Rl

o [ o [ ko
= Pl <) ragg /_oo plz)db = 5, /_oo opble)dt =

En supposant que [ 0p(6|x)df converge:

k
Pyx=2(60 < a) + ap(alz) — ap(al2) = -
<~ P, (0 <a)= k2
ol X=a ok ke

Donc I'estimateur de Bayes « est le fractile kﬁsz de la loi de 6| X.

Exercice 3

On suppose que (X,Y') est un couple de la loi IP déterminée par
* Y ~ Be(p) est une Bernoulli
 poury € {0,1}, X|Y =y a pour densité f,(.) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R

1. Exprimer la fonction de régression n(xz) = P{Y = 1|X = z} en fonction de foy, f1 et p
Solution :

n(z) = P{Y = 1|X =a} = leyzlggY =1}

_ Sxyy=1(z)P{Y =1}

B fxy=1(@)P{Y =1} + fxjy—o(2)P{Y = 0}
_ fo(z)p

~ fo(@)p+ fi(z)(1 —p)

2. En déduire le classifieur optimal f*
Solution : D’apres le cours on sait que f*(z) = 1(n(z) > 1), etd'ou

fH(@) = 1(fi(z)p = fo(z)(1 = p)).
3. Déterminer f* et son risque L* = P{Y # f*(X)} dans les cas suivants

a) fo(x) = g-1{z €[0,60]} et fi(z) = 5-1{x € [0,6:1]} pour 6; > by > 0

Solution : De maniere générale, nous avons
L' =P{Y # f*(X)} = E[I{Y # f*(2)}] = E[E[1{Y # f*(z)}|X]],
et d’ailleurs
P{Y # fF(X)[X} =P{Y =0, f(X) = 1|X} + P{Y =1, f"(X) = 0|X}
= 1{/*(2) = JP{Y = 0|X} + 1{f*(z) = O}P{Y = 1|X}
= 1{/*(2) = 1}(1 - n(2)) + L{f*(z) = O}(x).



Enfin

P{Y # f*(X)} = B[L{f"(z) = 1}(1 — n(2)) + 1{f"(z) = 0}n(=)]
= E[min (n(z),1 - n(z))]
— [ win((n(e). 1~ n(a)) fx ()
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b) fo(x) = g-1{x €[0,00]} et fi(x) = 525 1{x € [, 61]} pour 61 > 6y > 0
Solution :

01
0

01
. (D . 1-p
= min ( —,0)dx + / min (0, )da:
0 (90 ) 0 01 — 6y

c) fo(x) =6bpe~%%1{z € Ry} et fi(x) = bre~"*1{x € Ry} pour 6 > 6y > 0

log ((1—p)91/p00)

Solution: On peut montrer qu'on a fy(x)p > fi(x)(1 —p) ssiz > 700 . Alors
en posant a = %M, on obtient
/ fo(z)pdx +/ fi(@)(1 -
_ p pe a90 + ( —a01
_ (2=69)? _(a=0p)?

d) folz) = \/2177%@ 6 et fi(x) = \/2177—§e 21 pour f; > 6y > 0etog, 01 >0

Solution :



